Exemple de forme quadratique avec la trace
ma_tilde
Théoréme : Soit ¢ : M € M,,(R) — tr(M?).

q est une forme quadratique non dégénérée de rang n? et de signature sign(q) = (
De plus S, (R)* = A, (R).
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Preuve :

Forme quadratique : Posons ¢ : (M, N) — 1(¢(M + N) — q(M) — q(N)). Soient M, N € M, (R).
On a:

o(M,N) = %(tr(M + N)? — tr(M?) — tr(N?))
= %(tr(MQ) +tr(MN) 4 tr(MN) 4 tr(N?) — tr(M?) — tr(N?))
= %(tr(MN) +tr(MN))

Ainsi, pour toute matrice M € M, (R), on a ¢(M) = p(M, M). Comme ¢ est une forme bilinéaire
symétrique, on en conclu alors que g est une forme quadratique de forme polaire .

Etude de la réduction de Gauss : Soit M = (m; ;)1<i j<n € Mp(R). On a :

n

g(M) =Y (M),

i=1
n n
=D migmy,
i=1j=1
n
= mZ, + 2my; jmy;
= iy (NLUTR
i=1 1<i<j<n
n
1 1
_ 2 . N2 L N2
=St X (lmag o mga - sy )
i=1 1<i<j<n
n
1 1
= E m;; + 5 E (mij +my) B E (mij —my)
i=1 1<i<j<n 1<i<j<n

On définit alors pour tout i,j € [1,n] :
° Li,’i M e Mn(R) = my



o L;;:Mc¢c M, (R) — m; ;i +mj; sit<j
° LiJ M e Mn(R> = My — My sii>j
Ces applications sont des formes linéaires qui sont linéairement indépendantes et vérifiant :
- 1 1
g(M) =Y Lii(M)* + 3 > Lij(M)’ - 3 > Lj(M)?
i=1

1<i<j<n 1<i<j<n

On a ainsi obtenu la réduction de Gauss de ¢. Le nombre de formes linéaires positives est n+ @ =

@. Le nombre de formes linéaires négatives est @ On en conclut que :
esign(q) = ("5, M)

OTg(q) _ n(n2+l) + n(n2—1) —n2?

e g est non dégénérée ( car rg(q) = dim(M,(R) )

Etude de S,,(R)* : Soient (M,N) € A,(R) x S,(R). On a }(MN) € A,(R), donc ¢(M,N) =
F(tr(MN)+tr(NM)) = 0 (les coefficients diagonaux d’une matrice diagonale sont nuls). Ceci étant
vrai pour N € S, (R) fixé mais quelconque, on en déduit que M € S, (R)L. D’oit A,(R) C S, (R)* .

De plus, ¢ est non dégénérée donc, comme M, (R) = S,,(R)® A, (R), dim(S,(R)*) = dim(M,,(R))—
dim(S,(R)) = w = dim(A,(R)). On a finalement A, (R) = S, (R)*.




