
Exemple de forme quadratique avec la trace
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Théorème : Soit q : M ∈ Mn(R) 7→ tr(M2).
q est une forme quadratique non dégénérée de rang n2 et de signature sign(q) = (n(n+1)

2 , n(n−1)
2 ).

De plus Sn(R)⊥ = An(R).

Preuve :

Forme quadratique : Posons φ : (M,N) 7→ 1
2 (q(M + N) − q(M) − q(N)). Soient M,N ∈ Mn(R).

On a :

φ(M,N) =
1

2
(tr(M +N)2 − tr(M2)− tr(N2))

=
1

2
(tr(M2) + tr(MN) + tr(MN) + tr(N2)− tr(M2)− tr(N2))

=
1

2
(tr(MN) + tr(MN))

Ainsi, pour toute matrice M ∈ Mn(R), on a q(M) = φ(M,M). Comme φ est une forme bilinéaire
symétrique, on en conclu alors que q est une forme quadratique de forme polaire φ.

Etude de la réduction de Gauss : Soit M = (mi,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(R). On a :

q(M) =

n∑
i=1

(M2)i,i

=

n∑
i=1

n∑
j=1

mi,jmj,i

=

n∑
i=1

m2
i,i +

∑
1≤i<j≤n

2mi,jmj,i

=

n∑
i=1

m2
i,i +

∑
1≤i<j≤n

(
1

2
(mi,j +mj,i)

2 − 1

2
(mi,j −mj,i)

2

)

=

n∑
i=1

m2
i,i +

1

2

∑
1≤i<j≤n

(mi,j +mj,i)
2 − 1

2

∑
1≤i<j≤n

(mi,j −mj,i)
2

On définit alors pour tout i, j ∈ [[1, n]] :
• Li,i : M ∈ Mn(R) 7→ mi,i

1



• Li,j : M ∈ Mn(R) 7→ mi,j +mj,i si i < j
• Li,j : M ∈ Mn(R) 7→ mj,i −mj,i si i > j
Ces applications sont des formes linéaires qui sont linéairement indépendantes et vérifiant :

q(M) =

n∑
i=1

Li,i(M)2 +
1

2

∑
1≤i<j≤n

Li,j(M)2 − 1

2

∑
1≤i<j≤n

Lj,i(M)2

On a ainsi obtenu la réduction de Gauss de q. Le nombre de formes linéaires positives est n+ (n−1)
2 =

n(n+1)
2 . Le nombre de formes linéaires négatives est n(n−1)

2 . On en conclut que :
•sign(q) = (n(n+1)

2 , n(n−1)
2 )

•rg(q) = n(n+1)
2 + n(n−1)

2 = n2

• q est non dégénérée ( car rg(q) = dim(Mn(R) )

Étude de Sn(R)⊥ : Soient (M,N) ∈ An(R) × Sn(R). On a t(MN) ∈ An(R), donc φ(M,N) =
1
2 (tr(MN)+tr(NM)) = 0 (les coefficients diagonaux d’une matrice diagonale sont nuls). Ceci étant
vrai pour N ∈ Sn(R) fixé mais quelconque, on en déduit que M ∈ Sn(R)⊥. D’où An(R) ⊂ Sn(R)⊥.

De plus, φ est non dégénérée donc, comme Mn(R) = Sn(R)⊕An(R), dim(Sn(R)⊥) = dim(Mn(R))−
dim(Sn(R)) = n(n−1)

2 = dim(An(R)). On a finalement An(R) = Sn(R)⊥.
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